Scenariusz 14. Miejscowos¢ turystyczna

Znakomitym modelem wielu probleméw (np. inzynierskich) moga by¢ obiekty matematyczne
zwane grafami. Dzigki temu abstrakcyjnemu przedstawieniu danego problemu projektowanie uzytecz-
nych algorytméw jego rozwigzania staje si¢ tatwiejsze.

W czasie tych zaje¢ celem ucznidow bedzie wskazanie (wyrdznienie) mozliwie jak najmniejszej
liczby wierzchotkéw grafu takich, ze wszystkie pozostate wierzchotki beda sgsiadowac z przynajmniej
jednym ze wskazanych. Zadanie okaze si¢ zaskakujaco trudne.

Zajecia przeznaczone sg dla dzieci w wieku 7 lat i wigce;j.

Przed lekcjg nalezy przygotowac odpowiednig liczbg kserokopii karty pracy oraz dwa zestawy ze-
tonow (po kilkanascie w dwoch kolorach) dla kazdej grupy ucznidw.

1.1. Przebieg lekcji

1.1.1. Wprowadzenie

Na karcie pracy znajduje si¢ mapa Miejscowosci turystycznej. Linie (krawedzie grafu) to ulice a
punkty (wierzchotki) to skrzyzowania ulic. Miejscowo$¢ potozona jest w bardzo gorgcym kraju, w
ktorym latem na wielu rogach ulic ustawia si¢ obwozne lodziarnie dla turystow.

Zadanie polega na takim ich rozmieszczeniu, by kazdy mogl kupi¢ lody najdalej przy drugim
skrzyzowaniu od miejsca zakwaterowania (inaczej mowiac: jesli punktu sprzedazy nie ma przy naj-
blizszym skrzyzowaniu, to na pewno jest przynajmniej na jednym z sgsiednich).

Powstaje pytanie: Jaka jest najmniejsza liczba potrzebnych w miescie punktow sprzedazy i przy
ktorych skrzyzowaniach powinny by¢ ulokowane?

1.1.2. Etapy lekcji

1. Podziel dzieci na mate grupy. Kazdej z nich daj karte pracy (zalacznik) i zestaw zetonéw. Przed-
staw zadanie w formie ciekawej historii 0 Miejscowosci turystyczne;.

2. Wyjasnij dzieciom, jak majg postugiwac si¢ zetonami kazdego koloru (odpowiednio do zaznaczenia
skrzyzowan, przy ktorych odbywa si¢ sprzedaz i sgsiednich skrzyzowan, przy ktérych nie ma potrzeby
stawiania lodziarni).

3.Pole¢ dzieciom, by wykonaty kilka prob ustalenia pozycji pojazdow w taki sposob, by ich liczba
byta jak najmniejsza — przypomnij im o tym, ze koszty inwestycji powinny by¢ jak najmniejsze.

4. Poinformuj dzieci, ze minimalna liczba lokalizacji dla tego miasta jest liczba 6. Dzieciom moze si¢
nie uda¢ odnalezienie tego rozwigzania. Nawet wtedy, kiedy powiemy juz im, ile lodziarni maja usta-
wi¢. Wskazanie przez ucznidow rozwigzania z uzyciem o$miu czy nawet dziewieciu pojazdow moze
okaza¢ si¢ najlepszym dostepnym dla ich grupy.

5. Pokaz uczniom, uzywajac przygotowane;j folii i rzutnika pisma lub wykonujac odpowiedni rysunek,
jak powstawala mapa Miejscowosci turystycznej: przez odpowiednie potaczenie szesciu czesci-



fragmentow mapy. Kazda z nich przedstawia taki uktad ulic, w przypadku ktorego wystarcza ustawie-
nie lodziarni tylko przy jednym ze skrzyzowan. To odpowiednie potaczenie fragmentéw polega na
tym, ze migdzy skrzyzowaniami pozbawionymi punktow sprzedazy (z tego samego fragmentu lub
réznych fragmentow) dodaje si¢ pewna liczbe ulic.

6. Pole¢ uczniom stworzenie witasnych odpowiednio trudnych przyktadow map. Przy okazji moga
sprawdzi¢ ich trudno$¢ na swoich kolegach lub rodzicach. Fakt, iz sa w stanie stworzy¢ tamigtowki,
ktérych inni nie potrafig rozwigza¢ moze sprawic¢ im nie lada satysfakcje. To doswiadczenie moze dac
dziecku pewne wyobrazenie 0 kluczowym znaczeniu tzw. funkcji jednokierunkowych w zastosowa-
niach informatyki (kryptografii).

1.2. Modyfikacje i rozszerzenia

Mozna poda¢ wiele przyktadow sytuacji dotyczacych zagospodarowania przestrzeni duzego mia-
sta: planowanie potozenia skrzynek pocztowych (na listy), studzienek kanalizacyjnych, remiz strazac-
kich itp. W realnym $wiecie mapa nie powstaje w wyniku sztuczki, ktora sprawia, ze problem jest
prosty do rozwigzania (przynajmniej dla autora mapy...). W jaki sposdb rozwiazuje tego rodzaju pro-
blemy?

Dlaczego by nie rozpatrzy¢ po prostu wszystkich mozliwych przypadkéw rozmieszczenia np.
punktow sprzedazy lodow i wybra¢ najlepszy? W przypadku miasta z naszej tamigléwki mamy 26
skrzyzowan. Do$¢ tatwo sprawdzi¢, ze jedna lodziarnia, jakkolwiek umiejscowiona, nie wystarczy.
Sprawdzenie przypadku dla dwoch wymaga juz sprawdzenia 26 x 25 = 650 mozliwych konfiguracji
(wlasciwie dwa razy mniej, bo 325: tyle jest par skrzyzowan do wyboru). Mozna w ten sposob prze-
szuka¢ ustawienia trzech (2600 mozliwosci), czterech (14 950 mozliwosci), czy jeszcze wigkszej licz-
by pojazdow z lodami. Oczywiscie optymalne rozwigzanie nie moze dotyczy¢ liczby lodziarni wigk-
szej niz 26. Jaka jest liczba wszystkich mozliwych konfiguracji do przeszukania? Poniewaz mamy 26
skrzyzowan i przy kazdym z nich moze znajdowaé si¢ pojazd lub nie, wiec mamy 2% konfiguracii, ;.
67 108 864.

Tego rodzaju metodg rozwigzywania probleméw okresla si¢ w informatyce metoda prostego prze-
szukiwania (ang. brute-force) i jest ona najczesciej niezwykle czasochtonna. Do$¢ powszechnie funk-
cjonuje falszywe przekonanie o tym, ze wspoiczesne komputery dziataja z tak duzg szybkoscia, ze
wykonanie jakiejkolwiek ogromnej ilosci obliczen nie stanowi dla nich wigkszego problemu. Analizu-
jac nasz przyktad musimy pamigtaé, ze sprawdzenie, czy dana konfiguracja (pojazdy ustawione przy
konkretnych skrzyzowaniach) spetnia warunki zadania, trwa jaki$ okreslony czas. Taki test wymaga
wyznaczenia odlegtosci, w jakiej od kazdego skrzyzowania znajduje si¢ najblizsza lodziarnia. Zat6z-
my, ze wymaga to 1 sekundy dziatania komputera. W przypadku 2?° mozliwych do rozpatrzenia przy-
padkéw oszacujemy czas dziatania algorytmu w ten sposob: 2°° to ok. 67 milionéw; jeden dzien to 86
400 sekund, wigc wszystko potrwa w przyblizeniu 777 dni, czyli ponad dwa lata. Jak wygladataby
sytuacja, gdyby sprawdzenie pojedynczej konfiguracji trwato tylko 1/1000 czg$¢ sekundy? W przy-
padku takiej szybkosci komputera w ciggu dwoch lat mozna by sprawdzi¢ miasto o 36 skrzyzowa-
niach, poniewaz 2% jest ok 1000 razy wicksze od 2°°. Nawet gdyby komputer dziatat milion razy
szybciej (czyli w ciggu jednej sekundy analizowatl milion konfiguracji), to w ciggu dwdch lat nie roz-
wigzalyby problemu ustawienia pojazdow dla miasta o liczbie skrzyzowan wigkszej niz 46. Tymcza-
sem to nie jest wcale takie duze miasto. (Ile skrzyzowan znajduje si¢ w duzych miastach?)

Jesli metoda przeszukiwania jest tak nieefektywna, to powstaje pytanie o to, czy sg inne metody
rozwigzania takiego problemu? Mozna by sprobowaé zastosowaé podejscie zachtanne (skuteczne w
przypadku niektorych tamigtowek). Na czym miatoby ono polega¢ w tym zadaniu? Na ustawianiu
lodziarni w pierwszej kolejno$ci przy skrzyzowaniach taczacych najwigksza liczbe ulic itd. Okaze si¢
jednak, ze niekoniecznie prowadzi to do minimalizacji liczby lodziarni — w przypadku MiejscowoSci
turystycznej, wybor skrzyzowania taczacego najwieksza liczbe ulic (pigé) to nie jest najlepszy pomyst.

Upros¢my nasz problem. Zamiast pyta¢ o mozliwie najmniejsza liczbe potrzebnych skrzyzowan
(problem optymalizacyjny), ograniczmy si¢ do szukania odpowiedzi na pytanie ,,czy dana konfigura-
cja jest minimalna czy nie?” (problem decyzyjny)



Jej znalezienie moze by¢ czasami tatwe. Oto przyktad takiego diagramu-mapy, dla ktérej dos¢ ta-
two znalez¢ rozwigzanie

Jesli dostrzezemy w tym grafie model krawedziowy sze$cianu, to powinno sta¢ si¢ dla nas oczywi-
ste, ze dwa pojazdy w tym ,,mie$cie” sg niezbedne i ze dwa zamieszczone w wierzchotkach ,,po prze-
katnej” wystarcza. Znacznie trudniej — cho¢ nie jest to niemozliwe — uzasadnic¢ (tj. przekona¢ najpierw
samego siebie), ze w Turystycznym miescie nie moze by¢ mniej niz sze$¢ lodziarni. Okazuje si¢, ze
uzasadnienie, ze dana konfiguracja jest optymalna dla miasta moze by¢ w ogoélnosci zadaniem nie-
zwykle trudnym.

1.3. Rozwigzanie

Oto zasada konstrukcji famiglowki:

1.4. O co w tym wszystkim chodzi?

Jednym z interesujacych aspektow problemu Miejscowosci turystycznej jest to, ze naukowcy nie
maja pojecia, czy w ogole istnieje algorytm lokalizacji lodziarni, ktory bytby znaczaco szybszy od
metody przeszukiwania. W przypadku tej ostatniej czas dziatania algorytmu rosnie wyktadniczo wraz
ze wzrostem liczby skrzyzowan — jest to algorytm o tzw. ztozonosci wyktadniczej. Algorytmem wie-
lomianowym (o zlozonos$ci wielomianowej) bylby taki, w przypadku ktorego czas jego dzialania
zwigkszalby si¢ proporcjonalnie do kwadratu, szescianu lub np. do 17 potegi liczby skrzyzowan. Taki
algorytm zawsze bytby szybszy od wyktadniczego dla odpowiednio duzych map (np. dla n>117 liczba
n*’ jest mniejsza od 2"). Czy istnieje wielomianowy algorytm dla problemu Miejscowosci turystycz-
nej? Nie znamy odpowiedzi na to pytanie. Mimo ze podejmowano usilne proby jej znalezienia. Po-



dobna sytuacja wystepuje w przypadku pozornie prostszego problemu rozstrzygnigcia, czy konkretna
konfiguracja jest optymalna (problem decyzyjny). Jedyna metoda to metoda sitowa polegajaca na
przeszukaniu wszelkich konfiguracji o mniejszej liczbie lokalizacji. Algorytmy wielomianowe dla
tego problemu nie zostaty wynalezione oraz nikt nie udowodnil, ze nie istnieja.

Problem Miejscowosci turystycznej jest w istocie problem optymalizacyjnym znajdowania mini-
malnego zbioru dominujgcego w grafie. Jest jednym z ogromnej, liczonej w tysigcach, grupy znanych
problemow, o ktorych nie wiadomo czy istnieja dla nich wielomianowe algorytmy ich rozwiazania.
Naleza do nich problemy z logiki, teorii graféw czy teorii szeregowania zadan. Zadziwiajace jest to, ze
wszystkie te problemy sa sobie rownowazne w tym sensie, ze odnalezienie wieclomianowego algoryt-
mu dla jednego z nich oznaczatoby, ze mozna — po odpowiedniej adaptacji algorytmu — rozwigzac
kazdy z problemow.

Takie problemy nazywa si¢ w informatyce problemami NP zupelnymi. NP to skrot od angielskiego
okreslenia ,,non-deterministic polynomial”. Oznacza to tyle, ze problemy tego rodzaju da si¢ rozwig-
zywa¢ w rozsadnym czasie z uzyciem komputera, ktory potrafi jednocze$nie sprawdza¢ dowolnie
duza liczbe rozwiazan. To w istocie jest nierealistyczne zatozenie. Nie da si¢ bowiem zbudowac kom-
putera tego rodzaju. Jednakze koncepcja takiej maszyny jest wazna, poniewaz wynika z niej, ze pro-
blemy NP zupelne nie moga by¢ rozwigzane w rozsagdnym czasie bez uzycia komputera niedetermini-
stycznego. Co wigcej grupa tych probleméw nazywana jest zupetna, poniewaz cho¢ problemy wydaja
si¢ zupehie rozne od siebie — dla przyktadu: kolorowanie mapy niewiele ma wspdlnego z umieszcza-
niem pojazdow przy skrzyzowaniach — to okazuje sie, ze efektywna metoda rozwigzywania jednego z
probleméw moze by¢ zaadoptowana do rozwigzania kazdego innego.

Istniejg tysigce problemow NP-zupelnych i naukowcy bez powodzenia poszukuja efektywnych me-
tod ich rozwigzania. Do$¢ powszechnie panuje przekonanie, ze taka metoda nie istnieje. Udowodnie-
nie, ze potrzebne sg algorytmy wyktadnicze pozostaje wielkim otwartym pytaniem teoretycznej in-
formatyki, czyli w sumie matematyki.



Karta pracy nr 1. Miejscowos¢ turystyczna

Rozmies¢ obwozne lodziarnie tak, by kazdy turysta mogt kupic¢ lody jesli nie przy najblizszym
skrzyzowaniu, to przy jednym z nim sgsiadujacych.




